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Re´sume´ – Cet article s’inte´resse a` l’analyse des mode`les mathe´matiques de micro-textures qui ont la proprie´te´ d’eˆtre perceptuellement in-
variantes quand on rend ale´atoires les phases de la transforme´e de Fourier. Nous proposons une repre´sentation “compacte” de ces textures en
introduisant un repre´sentant particulier (celui dont toutes les phases sont nulles), appele´ texton. Nous montrons que ce texton posse`de de nom-
breuses proprie´te´s, particulie`rement des proprie´te´s de concentration autour de l’origine spatiale. De plus, il rend facilement possible l’analyse et
la synthe`se de texture, et sa de´finition peut s’e´tendre au cas de micro-textures couleur.
Abstract – In this paper, we are interested in the mathematical analysis of the models of micro-textures that have the property to be percep-
tually invariant under the randomization of the phases of their Fourier transform. We propose a “compact” representation of these textures by
introducing a special representant of them: the one that has identically null phases, and we call it “texton”. We show that this texton has many
properties, and particularly properties of concentration around the spatial origin. Moreover, it is a simple and useful tool for texture analysis and
texture synthesis, and its definition can be extended to the case of color micro-textures.
1 Introduction
Les images de textures peuvent avoir des aspects perceptuels
et statistiques tre`s variables, et nous choisissons ici de conti-
nuer la discussion sur les textures telle qu’elle est propose´e
dans l’article de B. Galerne, Y. Gousseau et J.-M. Morel [1].
En effet, en reprenant leur point de vue et leur terminologie,
l’ensemble des textures peut eˆtre, en premie`re approximation,
divise´ en deux classes : lesmacro-textures et lesmicro-textures.
Les macro-textures peuvent eˆtre de´crites comme des images
contenant des objets visuels pre´sentant une organisation spa-
tiale re´gulie`re (tel un mur de brique par exemple). Au contraire,
les micro-textures ne contiennent pas d’objets visuels claire-
ment identifie´s, et elles sont caracte´rise´es par le fait qu’elles
sont perceptuellement invariantes par randomisation des phases
de la transforme´e de Fourier (ce qui n’est pas le cas des macro-
textures, car changer les phases de´truit alors comple`tement les
objets pre´sents dans l’image). Parmi toutes les re´alisations pos-
sibles pour le champ de phases (le module quant a` lui est fixe´
comme e´tant celui de l’image d’origine), nous allons e´tudier
ici un repre´sentant particulier : celui dont toutes les phases sont
nulles. Nous allons montrer que c’est un choix tre`s simple qui
conduit a` des proprie´te´s inte´ressantes tant pour l’analyse que la
synthe`se de texture. L’image ainsi obtenue en mettant toutes les
phases a` ze´ro sera appele´e le texton de la micro-texture. Cette
image a les deux caracte´ristiques fondamentales de la texture
de´crites par Julesz ([2], [3]) : elle est lie´e aux statistiques du
second ordre et elle a une forme e´le´mentaire qui caracte´rise la
texture, ce qui justifie l’emploi du terme texton introduit par
Julesz.
2 De´finition et proprie´te´s
Les images conside´re´es sont de´finies sur un domaine rec-
tangulaire discret Ω de taille M × N , et qui est de la forme
Ω = IM × IN ou` pour n entier, In est l’intervalle discret
[−n−12 , . . . ,−1, 0, 1, . . . , n−12 ] pour n impair, et [−n2 , . . . , n2−
1] pour n pair. Pour u : Ω → R une image discre`te en ni-
veau de gris, on notera û sa transforme´e de Fourier discre`te.
D’autre part u peut eˆtre e´tendue par pe´riodicite´ en une fonc-
tion sur Z2 en posant pour tout y ∈ Z2, u(y) = u(y1, y2) =
u(y1(modM), y2(modN)). Ceci permet en particulier de de´finir
la translation (pe´riodique) de vecteur y d’une image u, note´e
τy(u)(.) = u(y + .). Dans la suite, nous utiliserons aussi la
notation suivante : si x = (x1, x2) et ξ = (ξ1, ξ2) sont deux
e´le´ments de Ω, nous de´finirons et noterons leur produit scalaire
discret par 〈x, ξ〉 = 1
M
x1ξ1 +
1
N
x2ξ2, de sorte que la trans-
forme´e de Fourier discre`te d’une image u s’e´crit alors simple-
ment û(ξ) =
∑
x∈Ω u(x)e
−i〈x,ξ〉. Nous introduisons alors le
texton d’une image u par la de´finition suivante.
Definition 1 (Texton d’une image). Soit u une image de´finie
sur Ω, alors le texton de u, note´ T (u), est l’image de´finie sur
Ω ayant le meˆme module en Fourier que u, la meˆme valeur
moyenne que u et dont les phases, hors celle en 0, sont iden-
tiquement nulles. En d’autres termes, le texton T (u) est ca-
racte´rise´ dans le domaine de Fourier par :
∀ξ ∈ Ω, ξ 6= 0, T̂ (u)(ξ) = |û(ξ)| et T̂ (u)(0) = û(0)
(1)
et, de fac¸on e´quivalente, dans le domaine spatial par
∀x ∈ Ω, T (u)(x) = 1
MN
û(0)+
1
MN
∑
ξ∈Ω,ξ 6=0
|û(ξ)|e2ipi〈x,ξ〉.
(2)
Proprie´te´s e´le´mentaires Le texton T (u) associe´ a` une image
u ve´rifie de nombreuses proprie´te´s. En particulier :
1. Pour toute image u, T (u) est une image re´elle et syme´trique,
c’est a` dire que T (u)(−x) = T (u)(x) ∈ R pour tout
x ∈ Ω.
2. T (T (u)) = T (u), ce qui signifie que T (u) est son propre
texton.
3. L’ope´rateur T est 1-Lipschitz pour la norme L2, c’est
a` dire : si u et v sont des images de´finies sur Ω, alors
‖ T (u)− T (v) ‖2≤‖ u− v ‖2.
4. Le texton est invariant par translation : T (τy(u)) = T (u)
pour tout y ∈ Ω.
5. Pour toute image u sur Ω, et pour tout re´els α et β, on
a : T (αu+ β) = |α|T (u) + (α− |α|)u+ β, ou` u est la
moyenne de u sur Ω.
6. Pour toute image u et pour toute image k de´finies sur Ω,
alors T (k ∗ u) = T (k) ∗ T (u) (ou` ∗ est l’ope´rateur de
convolution sur Ω). En particulier si k est un noyau de
convolution syme´trique dont la transforme´e de Fourier
discre`te est positive (par exemple un noyau gaussien),
alors T (k ∗ u) = k ∗ T (u).
Proprie´te´s de concentration Le texton T (u) ve´rifie de plus
des proprie´te´s de concentration saptiale en 0. Ceci est tre`s vi-
sible sur les images, et mathe´matiquement peut se comprendre
graˆce aux re´sultats suivants. Le premier re´sultat est que si u est
une image de´finie sur Ω et a` moyenne positive, alors T (u) est
l’unique solution du proble`me d’optimisation suivant : trouver
v : Ω→ R qui maximise v(0) sous la contrainte |v̂| = |û|.
De plus, par l’ine´galite´ triangulaire, le texton T (u) atteint sa
valeur maximale en x = 0. On peut aussi montrer que le texton
T (u) est, parmi les images ayant meˆme module en Fourier que
u, celle qui optimise n’importe quelle de´rive´e d’ordre paire en
0. Une telle de´rive´e est alors donne´e par :
∂2m+2nT (u)
∂2mx1∂2nx2
(0) =
(−4pi2)m+n
M2m+1N2n+1
∑
ξ∈Ω
ξ2m1 ξ
2n
2 |û(ξ)|.
Notons que toutes les de´rive´es d’ordre impair sont nulles en 0
a` cause de la proprie´te´ de syme´trie du texton.
Un deuxie`me re´sultat concerne la re´gularite´ de la transforme´e
de Fourier du texton. On montre en effet que, si u est une image
de moyenne positive (ce que l’on peut toujours supposer quitte
a` changer u en−u), alors le texton T (u)minimise, parmi l’en-
semble des images v ayant meˆme module en Fourier que u,
n’importe quelle norme Lp, p > 0, du gradient (pe´riodique)
discret de la transforme´e de Fourier donne´e par
‖ ∇v̂ ‖pp =
∑
ξ=(ξ1,ξ2)∈Ω
(|v̂(ξ1 + 1, ξ2)− v̂(ξ1, ξ2)|p
+|v̂(ξ1, ξ2 + 1)− v̂(ξ1, ξ2)|p).
En particulier, lorsque p = 2, en revenant dans le domaine
de l’image par le the´ore`me de Parseval, ceci implique que le
texton minimise, sous la contrainte |v̂| = |û|, la fonctionnelle
suivante (qui est une mesure de concentration spatiale en 0) :
E(v) =
∑
(x1,x2)∈Ω
(sin(
pi
M
x1)
2 + sin(
pi
N
x2)
2)v(x1, x2)
2.
Textures gaussiennes Les textures gaussiennes forment une
grande classe de l’ensemble des micro-textures. Parmi elles,
les textures gaussiennes pe´riodiques stationnaires se de´crivent
tre`s bien dans le domaine de Fourier. En effet, elles sont ca-
racte´rise´es par la loi suivante : les coefficients de la transforme´e
de Fourier pris sur un demi-domaine Ω+ sont des variables
ale´atoires gaussiennes complexes inde´pendantes. Ce qui est e´qui-
valent a` dire que, sur Ω+, les phases sont i.i.d. uniformes sur
[0, 2pi) et les modules sont inde´pendants et suivent des lois de
Rayleigh. Ces textures gaussiennes peuvent se voir comme la
limite asymptotique des mode`les de texture de type spot noise
(introduit par van Wijk [4]), et sont alors appele´es ADSN (pour
Asymptotic Discrete Spot Noise, suivant la terminologie de
[1]). Une texture ADSN s’e´crit U = h∗W , ou` h est une image
a` moyenne nulle, etW est un bruit blanc. Le texton associe´ a` U
est alors donne´ par T (U) = T (h)∗T (W ). L’analyse du texton
de ces textures se rame`ne donc au calcul du texton d’un bruit
blanc. Ce dernier se calcule explicitement. En particulier, on
peut montrer que T (W ) est asympotiquement “proche” d’une
masse de Dirac en 0. Plus pre´cisement, on a la proposition sui-
vante :
Proposition 1. SoitW une image de bruit blanc (i.e., lesW (x)
sont i.i.d. de loi normale centre´e re´duite), alors T (W ) est une
image ale´atoire dont les moments sont donne´s par :
– E(T (W )(0)) ∼
√
pi
2
√
MN et E(T (W )(x)) =
√
pi
2
1√
MN
pour x ∈ Ω et x 6= 0.
– Var(T (W )(0)) ∼ 4−pi2 et Var(T (W )(x)) = 4−pi4 pour
x ∈ Ω et x 6= 0.
– Cov(T (W )(x), T (W )(y)) = pi−2
MN
pour x 6= y
C’est en ce sens que T (W ) est asymptotiquement proche (quand
NM → +∞) d’une masse de Dirac en 0.
3 Applications
Analyse de texture Une premie`re application possible du tex-
ton est l’analyse de textures. En effet le texton pre´sente un
“re´sume´” des proprie´te´s de la texture : taille caracte´ristique,
anisotropie, etc. Ceci vient du fait que, graˆce a` la proprie´te´
d’e´change produit/convolution de la transforme´e de Fourier, on
a Cu =
1
MN
T (u) ∗ T (u) ou` Cu est la covariance empirique
de l’image (suppose´e ici a` moyenne empirique nulle). Le tex-
ton est donc moins flou que la covariance (car cette dernie`re
s’obtient par une auto-convolution du texton), et il permet de
formuler les statistiques du second ordre de la texture dans un
espace identique a` celui de la texture elle-meˆme (i.e. sans mani-
puler des carre´s d’intensite´s). Ces proprie´te´s rendent le texton
particulie`rement inte´ressant pour l’analyse statistique des tex-
tures. Ceci est bien visible sur une image d’os du calcaneum
telle que celle pre´sente´e sur la figure 1 et qui est provient de la
base d’images collecte´es par l’e´quipe de l’Ipros a` Orle´ans [5].
FIG. 1 – Au haut : l’image originale d’un os du calca-
neum et a` droite, sa composante pe´riodique obtenue par la
de´composition periodic+smooth [6]. Au milieu, la covariance
empirique pe´riodique de cette image et a` droite le texton. Ce
dernier est manifestement a` la fois plus net et plus concentre´
que la covariance. Ceci est aussi illustre´ par les figures de la
dernie`re ligne qui donnent l’intensite´ le long de la droite ho-
rizontale traversant les images au milieu : sur la covariance (a`
gauche) et sur le texton (a` droite).
Synthe`se de texture Une deuxie`me application est la synthe`se
de texture. On suppose ici que l’image est a` moyenne nulle (on
peut toujours s’y ramener). Le texton e´tant tre`s concentre´ spa-
tialement autour 0 et pre´sentant peu de de grandes valeurs loin
de 0, on peut effectuer un seuillage dur ce qui permet d’obtenir
une image de texton a` support compact. Pour synthe´tiser une
texture de n’importe quelle taille, il suffit alors d’e´tendre par 0
le nouveau texton a` support compact, puis de proce´der a` une
randomisation des phases. Ceci est illustre´ sur les diffe´rentes
images de la figure 2.
FIG. 2 – En haut a` gauche, l’image originale u d’une texture (du
cre´pi). Pour e´viter les artefacts de bords dans la transforme´e de
Fourier discre`te, nous travaillons sur la composante pe´riodique
de l’image re´sultant de la de´composition periodic+smooth [6].
En haut a` droite, une re´alisation obtenue par randomisation
(i.i.d. uniformes sur [0, 2pi)) des phases. Au milieu a` gauche,
le texton T (u) de l’image u, qui ve´rifie plusieurs proprie´te´s de
concentration en 0. Au milieu a` droite, le texton T (u) seuille´
par seuillage dur. On obtient une image a` support compact qui
peut eˆtre e´tendue par 0 (moyenne de u) en dehors du domaine.
Ceci permet alors de synthe´tiser, par randomisation de phases,
des textures de n’importe quelle taille (image en bas, de taille
double de la texture originale de cre´pi).
Cas des textures couleur Pour finir, signalons aussi que la
notion de texton s’e´tend au cas de textures couleur. Dans ce
cas, pour de´finir correctement le texton, sans cre´er d’artefacts
de couleur, il faut non pas mettre les phases des trois canaux a`
ze´ro, mais plutoˆt retrancher la meˆme phase a` tous (celle de la
luminance par exemple) pour garder intact le de´phasage entre
les canaux. On peut en effet montrer que cette de´finition est la
seule qui permette de conserver le spectre de toutes les cou-
leurs. Plus pre´cisement, on a la proposition suivante :
Proposition 2. Soitu = (ur, ug, ub) une image couleur, de´finie
sur Ω et a` valeur dans R3. Pour tout λ = (λr, λg, λb) ∈ R3, on
note λ ·u l’image a` valeurs re´elles de´finie sur Ω par λ ·u(x) =
λrur(x) + λgug(x) + λbub(x).
1. SiT(u) est un texton couleur associe´ a` u, alors la condi-
tion de conservation de toutes les amplitudes en Fourier
qui s’e´crit
∀λ ∈ R3,∀ξ ∈ Ω,
∣∣∣ ̂λ ·T(u)(ξ)
∣∣∣ =
∣∣∣λ̂ · u(ξ)
∣∣∣ (3)
est satisfaite si et seulement si il existe un champ de
phase φ, de´fini sur Ω ve´rifiant φ(−ξ) = −φ(ξ) pour
tout ξ ∈ Ω, et tel que
∀k = r, g, b, T̂(u)k(ξ) = ûk(ξ)e−iφ(ξ). (4)
2. Soit α = (αr, αg, αb) ∈ R3, et soit φα le champ de
phase de la transforme´e de Fourier de α · u. Alors si on
note Tα(u) le texton couleur de u obtenu en retranchant
aux 3 canaux la meˆme phase φα (c’est a` dire en prenant
φ = φα dans l’e´quation (4)), on a
T (α · u) = α · Tα(u),
ou` T (α · u) est le texton (au sens de la de´finition 1) de
l’image a` valeurs re´elles α · u.
Une illustration du texton couleur obtenu sur une image de
texture couleur, a` partir de la luminance (c’est a` dire en prenant
α = (0.33, 0.5, 0.17)) est montre´e sur la figure 3.
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